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第十六章  差分方程模型 
 

离散状态转移模型涉及的范围很广，可以用到各种不同的数学工具。下面我们对差

分方程作一简单的介绍，下一章我们将介绍马氏链模型。 
 

§1  差分方程 
1.1  差分方程简介 
规定 t只取非负整数。记 ty 为变量 y 在 t点的取值，则称 ttt yyy −=Δ +1 为 ty 的一

阶向前差分，简称差分，称 ttttttt yyyyyyy +−=Δ−Δ=ΔΔ=Δ +++ 121
2 2)( 为 ty 的二

阶差分。类似地，可以定义 ty 的n 阶差分 t
n yΔ 。 

由 tyt、 及 ty 的差分给出的方程称为 ty 的差分方程，其中含 ty 的最高阶差分的阶

数称为该差分方程的阶。差分方程也可以写成不显含差分的形式。例如，二阶差分方程

02 =+Δ+Δ ttt yyy 也可改写成 012 =+− ++ ttt yyy 。 

满足一差分方程的序列 ty 称为差分方程的解。类似于微分方程情况，若解中含有

的独立常数的个数等于差分方程的阶数时，称此解为该差分方程的通解。若解中不含任

意常数，则称此解为满足某些初值条件的特解。 
称如下形式的差分方程 

           )(110 tbyayaya tntntn =+++ −++ L                         （1） 

为n 阶常系数线性差分方程，其中 naaa ,,, 10 L 是常数， 00 ≠a 。其对应的齐次方程为 

0110 =+++ −++ tntntn yayaya L                           （2） 

容易证明，若序列
)1(

ty 与
)2(

ty 均为（2）的解，则
)2(

2
)1(

1 ttt ycycy += 也是方程（2）的

解，其中 21,cc 为任意常数。若
)2(

ty 是方程（2）的解，
*
ty 是方程（1）的解，则

*)2(
ttt yyy +=

也是方程（1）的解。 
方程（1）可用如下的代数方法求其通解： 
（I）先求解对应的特征方程 

         01
10 =+++ −

n
nn aaa Lλλ                                  （3） 

（II）根据特征根的不同情况，求齐次方程（2）的通解。 
（i）若特征方程（3）有n 个互不相同的实根 nλλ ,,1 L ，则齐次方程（2）的通解

为 
t
nn

t cc λλ ++L11  （ ncc ,,1 L 为任意常数） 

（ii）若λ是特征方程（3）的 k 重根，通解中对应于λ的项为
tk

k tcc λ)( 1
1

−++L ，

),,1( kici L= 为任意常数。 
（ iii）若特征方程（ 3）有单重复根 iβαλ ±= ，通解中对应它们的项为

tctc tt ϕρϕρ sincos 21 + ，其中
22 βαρ += 为λ的模，

α
βϕ arctg= 为λ的幅角。 

（iv）若 iβαλ ±= 是特征方程（3）的 k 重复根，则通解对应于它们的项为 

ttccttcc tk
kk

tk
k ϕρϕρ sin)(cos)( 1

21
1

1
−

+
− +++++ LL  
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)2,,1( kici L= 为任意常数。 

（III）求非齐次方程（1）的一个特解 ty 。若 ty 为方程（2）的通解，则非齐次方

程（1）的通解为 tt yy + 。 
求非齐次方程（1）的特解一般要用到常数变易法，计算较繁。对特殊形式的 )(tb

也可使用待定系数法。例如，当 )()( tpbtb k
t= ， )(tpk 为 t的 k 次多项式时可以证明：

若b 不是特征根，则非齐次方程（1）有形如 )(tqb k
t

的特解， )(tqk 也是 t的 k 次多项

式；若b 是 r 重特征根，则方程（1）有形如 )(1 tqtb k
rt −

的特解。进而可利用待定系数

法求出 )(tqk ，从而得到方程（1）的一个特解 ty 。 

例 1  求解两阶差分方程 tyy tt =++2 。 

解  对应齐次方程的特征方程为 012 =+λ ，其特征根为 i±=2,1λ ，对应齐次方程

的通解为 

tctcyt 2
sin

2
cos 21

ππ
+=  

原方程有形如 bat + 的特解。代入原方程求得
2
1

=a ，
2
1

−=b ，故原方程的通解

为 

           
2
1

2
1

2
sin

2
cos 21 −++ ttctc ππ

 

例 2  在信道上传输仅用三个字母 cba ,, 且长度为n 的词，规定有两个a 连续出现

的词不能传输，试确定这个信道容许传输的词的个数。 
解  令 )(nh 表示容许传输且长度为 n 的词的个数， L,2,1=n ，通过简单计算可

求得： 3)1( =h ， 8)2( =h 。当 3≥n 时，若词的第一个字母是b 或 ,c 则词可按 )1( −nh
种方式完成；若词的第一个字母是 a ，则第二个字母是b 或 c ，该词剩下的部分可按

)2( −nh 种方式完成。于是，得差分方程 
)2(2)1(2)( −+−= nhnhnh ， ),4,3( L=n  

其特征方程为 
0222 =−− λλ  

特征根 
                311 +=λ ， 312 −=λ  
则通解为 

nn ccnh )31()31()( 21 −++= ， ),4,3( L=n  
利用条件 3)1( =h ， 8)2( =h ，求得 

       nnnh )31(
32

32)31(
32
32)( −

+−
++

+
= ， ),2,1( L=n  

在应用差分方程研究问题时，我们常常需要讨论解的稳定性。对常系数非齐次线性

差分方程（1），若不论其对应齐次方程的通解中任意常数 ncc ,,1 L 如何取值，在 +∞→t
时总有 0→ty ，则称方程（1）的解是稳定的。根据通解的结构不难看出，非齐次方
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程（1）稳定的充要条件为其所有特征根的模均小于 1。 
1.2  常系数线性差分方程的Z 变换解法 
常系数线性差分方程采用解析解法比较容易，而且对其解的意义也容易理解，但采

用这种解法求解常系数线性非齐次差分方程比较繁琐，通常是采用 Z 变换，将差分方

程变换为代数方程去求解。 
设有离散序列 )(kx ， ),2,1,0( L=k ，则 )(kx 的Z 变换定义为 

            ∑
∞

=

−==
0

)()]([)(
k

kzkxkxZzX                            （4） 

其中 z是复变量。显然上式右端的级数收敛域是某个圆的外部。 
)(zX 的Z 反变换记作 

      )]([)( 1 zXZkx −=  
1.2.1  几个常用离散函数的Z 变换 
（i）单位冲激函数 )(kδ 的Z 变换 

       ∑
∞

=
=

−− =×==
0

0 1]1[)()]([
k

k
kk zzkkZ δδ  

即单位冲激函数的Z 变换为 1。 
（ii）单位阶跃函数 )(kU 的Z 变换 

      ∑ ∑
∞

=

∞

=

−− ×==
0 0

1)()]([
k k

kk zzkUkUZ ， 

即 

           )1|(|
1

)]([ >
−

= z
z

zkUZ  

（iii）单边指数函数
kakf =)( 的Z 变换（a 为不等于 1 的正常数） 

      ∑
∞

=

− >
−

==
0

)|(|][
k

kkk az
az

zzaaZ  

1.2.2  Z 变换的性质 
（i）线性性质 
设 )()]([ 11 zFkfZ = ， )()]([ 22 zFkfZ = ，则 

)()()]()([ 2121 zbFzaFkbfkafZ +=+  
其中 ba, 为常数。收敛域为 )(1 zF 和 )(2 zF 的公共区域。 

（ii）平移性 
设 )()]([ zFkfZ = ，则 

    )]0()([)]1([ fzFzkfZ −=+ ， 

    ])()([)]([
1

0
∑
−

=

−−=+
N

k

kN zkfzFzNkfZ ， 

    ])1()([)]1([ 1 zfzFzkfZ −+=− −
， 

    ])()([)]([
1

∑
−

−=

−− +=−
Nk

kN zkfzFzNkfZ  

例 3  求齐次差分方程 
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0)(2)1(3)2( =++++ kxkxkx ， 0)0( =x ， 1)1( =x  
的解。 

解  令 )()]([ zXkxZ = ，对差分方程取Z 变换，得 

        0)(2)(3)(2 =++− zXzzXzzXz ， 

        
2123

)( 2 +
−

+
=

++
=

z
z

z
z

zz
zzX ， 

对上式取 z反变换，便得差分方程的解为 
        kkkx )2()1()( −−−= 。 
    1.3  齐次高阶差分方程的 Matlab 解法 

我们以二阶齐次差分方程为例，考虑如下差分方程 
 0)()1()2( =++++ kcxkbxkax ， 0)0( xx = ， 1)1( xx =  

设 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=
)1(

)(
kx
kx

yk ， ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1

0
0 )1(

)0(
x
x

x
x

y ，则上述二阶差分方程可以化成一阶差分

方程组 

    kk Ayy =+1 ， ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1

0
0 x

x
y  

其中
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−=

a
b

a
cA

10
。 

 设二阶矩阵 A 的两个特征值为 21,λλ ，对应的特征向量为 21,vv 。初值 0y 表示为

21,vv 的线性组合为 
  22110 vcvcy +=  

则有 22211101 vcvcAyy λλ +== ，…， 222111 vcvcy kk
k λλ += 。 

实际上， 0yAy k
k = ，我们只要把 A相似对角化，通过相似标准形计算出

kA 就可

以了。设存在可逆矩阵 P ，把 A相似对角化，即 Λ=− APP 1
，则

1−Λ= PPA kk
。 

例 4  求齐次差分方程 
0)(2)1(3)2( =++++ kxkxkx ， 0)0( =x ， 1)1( =x  

的解。 
    解  编写如下的 Matlab 程序 
clc,clear 
syms a k yk 
a=[0 1;-2 -3]; a=sym(a); 
[vec,val]=eig(a); 
y0=[0;1]; 
yk=vec*val.^k*inv(vec)*y0 

求得
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−−

−−−
=

++ 11 )2()1(
)2()1(

kk

kk

ky ，即差分方程的解为
kkkx )2()1()( −−−= 。 
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§2  蛛网模型 
2.1  问题提出 
在自由竞争的社会中，很多领域会出现循环波动的现象。在经济领域中，可以从自

由集市上某种商品的价格变化看到如下现象：在某一时期，商品的上市量大于需求，引

起价格下跌，生产者觉得该商品无利可图，转而经营其它商品；一段时间之后，随着产

量的下降，带来的供不应求又会导致价格上升，又有很多生产商会进行该商品的生产；

随之而来的，又会出现商品过剩，价格下降。在没有外界干扰的情况下，这种现象将会

反复出现。 
如何从数学的角度来描述上述现象呢？ 
2.2  模型假设 
（i）设 k 时段商品数量为 kx ，其价格为 ky 。这里，把时间离散化为时段，一个时

期相当于商品的一个生产周期。 
（ii）同一时段的商品的价格取决于该时段商品的数量，把 

                )( kk xfy =                                        （5） 
称之为需求函数。出于对自由经济的理解，商品的数量越多，其价格就越低，故可以假

设：需求函数为一个单调下降函数。 
（iii）下一时段商品数量由上一个时段的商品的价格决定，把 

               )(1 kk ygx =+                                        （6） 
称之为供应函数。由于价格越高可以导致产量越大，故可假设供应函数是一个单调上升

的函数。 
2.3  模型求解 
在同一个坐标系中做出需求函数与供应函数的图形，设两条曲线相交于

),( 000 yxP ，则 0P 为平衡点。因为此时 )( 00 ygx = ， )( 00 xfy = ，若某个 k ，有 0xxk = ，

则可推出 

0yyl = ， 0xxl = ， ),1,( L+= kkl  

即商品的数量保持在 0x ，价格保持在 0y ，不妨设 01 xx ≠ ，下面考虑 kk yx , 在图上的变

化 ),2,1( L=k 。如图 1 所示，当 1x 给定后，价格 1y 由 f 上的 1P 点决定，下一时段的 

 
                   图 1 

数量 2x 由 g 上的 2P 点决定， 2y 又可由 f 上的 3P 点决定。依此类推，可得一系列的点

),( 111 yxP ， ),( 122 yxP ， ),( 223 yxP ， ),( 234 yxP ，图上的箭头表示求出 kP 的次序，

由图知： 
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),(),(lim 000 yxPyxPkk
=

+∞→
， 

即市场经济将趋于稳定。 
并不是所有的需求函数和供应函数都趋于稳定，若给定的 f 与 g 的图形如图 2 所

示，得出的 L,, 21 PP 就不趋于 0P ，此时，市场经济趋向不稳定。 

 
              图 2 

图 1 和图 2 中的折线 L,,, 433221 PPPPPP 形似蛛网，故把这种模型称为蛛网模型。

在进行市场经济分析中， f 取决于消费者对某种商品的需要程度及其消费水平， g 取

决于生产者的生产、管理等能力。 
当已经知道需求函数和供应函数之后，可以根据 f 和 g 的性质判断平衡点 0P 的稳

定性。利用结论：当 || 01 xx − 较小时， 0P 点的稳定性取决于 f 与 g 在 0P 点的斜率，即

当 
              |)('||)('| 00 ygxf <                                    （7） 

时， 0P 点稳定，当 

|)('||)('| 00 ygxf >                                    （8） 

时， 0P 点不稳定。 
这一结论的直观解释是：需求曲线越平，供应曲线越陡，越有利于经济稳定。 

设 |)('| 0xf=α ， |)('|1
0yg=

β
，在 0P 点附近取 f 与 g 的线性近似，由（5），（6）

式得 
            )( 00 xxyy kk −−=− α                                  （9） 

            )( 001 yyxx kk −=−+ β                                 （10） 

上两式中消去 ky ，得 

                 01 )1( xxx kk αβαβ ++−=+                              （11） 
（11）式对 L,2,1=k 均成立，有 
                01 )1( xxx kk αβαβ ++−=+  

               01
2 )1)(()()( xxx kk αβαβαβαβ +−+−=− −  

               0
2

2
3

1
2 )1()()()( xxx kk αβαβαβαβ +−+−=− −−  

               ……………………………………………… 
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               0
2

2
1

3
2 )1()()()( xxx kkk αβαβαβαβ +−+−=− −−−  

               0
1

12
1 )1()()()( xxx kkk αβαβαβαβ +−+−=− −−  

以上 k 个式子相加，有 

          
01

1
011

])(1[)(    

])()(1[)1()(

xx

xxx
kk

kk
k

αβαβ

αβαβαβαβ

−−+−=

−++−+++−= −
+ L

          （12） 

此为（11）式的解。 
若 0P 是稳定点，则应有： 

   0lim xxkk
=

+∞→
 

结合（12）式考虑， 0P 点稳定的条件是 
1<αβ                                       （13）  

即 

β
α 1
<  

同理， 0P 点不稳定的条件是 
1>αβ                                       （14） 

即 

                          
β

α 1
>  

此时， ∞=
+∞→ kk

xlim 。这与（7），（8）式是一致的。 

2.4  模型的修正 
在上面模型假设的第（iii）点中引进了供应函数，并且知道 g 取决于管理者的生产、

管理水平。如果生产者的管理水平更高一些，他们在决定该商品生产数量 1+kx 时，不仅

考虑了前一时期的价格 ky ，而且也考虑了价格 1−ky 。为了简化起见，不妨设 1+kx 由

)(
2
1

1−+ kk yy 决定，则供应函数可写成 

             ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ += −+ )(
2
1

11 kkk yygx  

在 0P 附近取线性近似，则有 

                  )2(
2 0101 yyyxx kkk −+=− −+
β

                        （15） 

由（9）式有 
                 )( 00 xxyy kk −−= α  

                 )( 0101 xxyy kk −−= −− α  
将上两式代入（15）式，整理得 

011 )1(22 xxxx kkk αβαβαβ +=++ −+ ， ),3,2( L=k  
这是一个二阶线性差分方程，其特征方程为 
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02 2 =++ αβαβλλ  
经计算，可得其特征根 

4
8)( 2

2,1
αβαβαβ

λ
−±−

=                           （16） 

结论：若方程的特征根均在单位圆内，即 1|| 1 <λ ， 1|| 2 <λ ，则 0P 为稳定点。  
当 8>αβ 时，（16）式有两个实根，因 

           
44

8)( 2

2
αβαβαβαβ

λ −<
−−−

= ， 

则有 2|| 2 >λ ，故此时 0P 不是稳定点。 
当 8<αβ 时，（16）式有两个共轭复根，此时 

        
2

)(8
4
1

4
||

2
1

2
2

2

2,1
αβαβαβαβλ =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

要使 0P 为稳定点，只需  

               2<αβ  
与（13）式相比，α 与 β 的范围扩大了。这是由于经营者经营管理水平的提高带来的

结果。 
 
§3  商品销售量预测 

在利用差分方程建模研究实际问题时，常常需要根据统计数据并用最小二乘法来拟

合出差分方程的系数。其系统稳定性讨论要用到代数方程的求根。对问题的进一步研究

又常需考虑到随机因素的影响，从而用到相应的概率统计知识。 
例 5  某商品前 5 年的销售量见表 1。现希望根据前 5 年的统计数据预测第 6 年起

该商品在各季度中的销售量。 

                    表 1 
      年份 
季度 第一年   第二年   第三年   第四年   第五年 

1 
2 
3 
4 

  11       12       13       15       16 
  16       18       20       24       25 
  25       26       27       30       32 
  12       14       15       15       17 

 
从表 1 中可以看出，该商品在前 5 年相同季节里的销售量呈增长趋势，而在同一年

中销售量先增后减，第一季度的销售量最小而第三季度的销售量最大。预测该商品以后

的销售情况，根据本例中数据的特征，可以用回归分析方法按季度建立四个经验公式，

分别用来预测以后各年同一季度的销售量。例如，如认为第一季度的销售量大体按线性

增长，可设销售量 batyt +=)1(
，由 

x=[[1:5]',ones(5,1)];y=[11 12 13 15 16]';z=x\y 
求得 3.1)1( == za ， 5.9)2( == zb 。 

根据 5.93.1)1( += tyt ，预测第六年起第一季度的销售量为 3.17)1(
6 =y ，
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6.18)1(
7 =y ，…。由于数据少，用回归分析效果不一定好。 

如认为销售量并非逐年等量增长而是按前一年或前几年同期销售量的一定比例增

长的，则可建立相应的差分方程模型。仍以第一季度为例，为简单起见不再引入上标，

以 ty 表示第 t年第一季度的销售量，建立形式如下的差分公式： 

            211 ayay tt += −  
或 
                 32211 ayayay ttt ++= −−  
等等。 

上述差分方程中的系数不一定能使所有统计数据吻合，较为合理的办法是用最小二

乘法求一组总体吻合较好的数据。以建立二阶差分方程 32211 ayayay ttt ++= −− 为例，

选取 321 ,, aaa 使 

∑
=

−− ++−
5

3

2
32211 )]([

t
ttt ayayay  

最小。编写 Matlab 程序如下： 
y0=[11 12 13 15 16]'; 
y=y0(3:5);x=[y0(2:4),y0(1:3),ones(3,1)]; 
z=x\y 

求得 1)1(1 −== za ， 3)2(2 == za ， 8)3(3 −== za 。即所求二阶差分方程为

83 21 −+−= −− ttt yyy 。 
虽然这一差分方程恰好使所有统计数据吻合，但这只是一个巧合。根据这一方程，

可迭代求出以后各年第一季度销售量的预测值 216 =y ， 197 =y ，…等。 
上述为预测各年第一季度销售量而建立的二阶差分方程，虽然其系数与前 5 年第一

季度的统计数据完全吻合，但用于预测时预测值与事实不符。凭直觉，第六年估计值明

显偏高，第七年销售量预测值甚至小于第六年。稍作分析，不难看出，如分别对每一季

度建立一差分方程，则根据统计数据拟合出的系数可能会相差甚大，但对同一种商品，

这种差异应当是微小的，故应根据统计数据建立一个共用于各个季度的差分方程。为此，

将季度编号为 20,,2,1 L=t ，令 241 ayay tt += − 或 38241 ayayay ttt ++= −− 等，利用

全体数据来拟合，求拟合得最好的系数。以二阶差分方程为例，为求 321 ,, aaa 使得 

 ∑
=

−− ++−=
20

9

2
38241321 )]([),,(

t
ttt ayayayaaaQ  

最小，编写 Matlab 程序如下： 
y0=[11 16 25 12 12 18 26 14 13 20 27 15 15 24 30 15 16 25 32 17]'; 
y=y0(9:20); 
x=[y0(5:16),y0(1:12),ones(12,1)]; 
z=x\y 

求得 8737.0)1(1 == za ， 1941.0)2(2 == za ， 6957.0)3(3 == za ，故求得二

阶差分方程 
6957.01941.08737.0 84 ++= −− ttt yyy ， )21( ≥t  

根据此式迭代，可求得第六年和第七年第一季度销售量的预测值为 
      5869.1721 =y ， 1676.1925 =y  
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还是较为可信的。 
 
§4  遗传模型 

随着人类的进化，人们为了揭示生命的奥妙，越来越重视遗传学的研究，特别是遗

传特征的逐代传播，引起人们更多的注意。无论是人，还是动植物都会将本身的特征遗

传给下一代，这主要是因为后代继承了双亲的基因，形成自己的基因对，基因对将确定

后代所表现的特征。下面，我们来研究两种类型的遗传：常染色体遗传和 −x 链遗传。

根据亲体基因遗传给后代的方式，建立模型，利用这些模型可以逐代研究一个总体基因

型的分布。 
4.1  常染色体遗传模型 
常染色体遗传中，后代从每个亲体的基因对中各继承一个基因，形成自己的基因对，

基因对也称为基因型。如果我们所考虑的遗传特征是由两个基因 A和 a 控制的，那么

就有三种基因对，记为 aaAaAA ,, 。例如，金鱼草由两个遗传基因决定花的颜色，基

因型是 AA的金鱼草开红花， Aa 型的开粉红色花，而 aa 型的开白花。又如人类眼睛

的颜色也是通过常染色体遗传控制的。基因型是 AA或 Aa 的人，眼睛为棕色，基因型

是aa 的人，眼睛为蓝色。这里因为 AA和 Aa 都表示了同一外部特征，我们认为基因 A
支配基因a ，也可以认为基因a 对于 A来说是隐性的。当一个亲体的基因型为 Aa ，而

另一个亲体的基因型是aa 时，那么后代可以从aa 型中得到基因a ，从 Aa 型中或得到

基因 A，或得到基因a 。这样，后代基因型为 Aa 或 aa 的可能性相等。下面给出双亲

基因型的所有可能的结合，以及其后代形成每种基因型的概率，如表 2 所示。 

表 2 
父体—母体的基因型  

AAAA−  AaAA − aaAA − AaAa − aaAa −  aaaa −
AA  1 1/2 0 1/4 0 0 

Aa  0 1/2 1 1/2 1/2 0 
后代 
基因 
型 aa  0 0 0 1/4 1/2 1 

 
例 6  农场的植物园中某种植物的基因型为 AaAA, 和aa 。农场计划采用 AA型的

植物与每种基因型植物相结合的方案培育植物后代。那么经过若干年后，这种植物的任

一代的三种基因型分布如何？ 
（a）假设 
令 L,2,1,0=n 。 
（i）设 nn ba , 和 nc 分别表示第 n 代植物中，基因型为 AaAA, 和aa 的植物占植物

总数的百分率。令
)(nx 为第n 代植物的基因型分布： 

[ ]Tnnn
n cbax =)(  

当 0=n 时 
                 [ ]Tcbax 000

)0( =  
表示植物基因的初始分布（即培育开始时的分布），显然有 

1000 =++ cba  
（ii）第n 代的分布与第 1−n 代的分布之间的关系是通过上面的表格确定的。 
（b）建模 
根据假设（ii），先考虑第n 代中的 AA型。由于第 1−n 代的 AA型与 AA型结合，
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后代全部是 AA型；第 1−n 代的 Aa 型与 AA型结合，后代是 AA型的可能性为
2
1
；而

第 1−n 代的aa 型与 AA型结合，后代不可能是 AA型。因此当 L,2,1=n 时 

            111 0
2
11 −−− ⋅++⋅= nnnn cbaa  

即 

11 2
1

−− += nnn baa                               （17） 

类似可推出 

112
1

−− += nnn cbb                                （18） 

0=nc                                         （19） 
将（17），（18），（19）式相加，得 

111 −−− ++=++ nnnnnn cbacba  
根据假设（i），有 
                 1000 =++=++ cbacba nnn  

对于（17），（18），（19）式，我们采用矩阵形式简记为 
               )1()( −= nn Mxx ， L,2,1=n                           （20） 

其中   

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

000
12/10
02/11

M  

由（20）式递推，得 
)0()2(2)1()( xMxMMxx nnnn ==== −− L               （21） 

（21）式给出第n 代基因型的分布与初始分布的关系。 
    编写如下 Matlab 程序： 
syms n a0 b0 c0 
M=sym('[1,1/2,0;0,1/2,1;0,0,0]'); 
[p,lamda]=eig(M); 
x=p*lamda.^n*p^(-1)*[a0;b0;c0]; 
x=simple(x) 
 
求得 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
+=

−−=
−

−

0
)2/1()2/1(

)2/1()2/1(1

0
1

0

0
1

0

n

nn
n

nn
n

c
cbb

cba

                     （22） 

当 ∞→n 时， 0)2/1( →n
，所以从（22）式得到 
1→na ， 0→nb ， 0=nc  

即在极限的情况下，培育的植物都是 AA型。 
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（c）模型的讨论 
若在上述问题中，不选用基因 AA型的植物与每一植物结合，而是将具有相同基因

型植物相结合，那么后代具有三种基因型的概率如表 3 所示。 

表 3 
父体—母体的基因型  

AAAA−  AaAa −  aaaa −  

AA  1 1/4 0 

Aa  0 1/2 0 
后代 
基因 
型 aa  0 1/4 1 

 
并且

)0()( xMx nn = ，其中 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

14/10
02/10
04/11

M  

编写如下 Matlab 程序： 
syms n a0 b0 c0 
M=sym('[1,1/4,0;0,1/2,0;0,1/4,1]'); 
[p,lamda]=eig(M); 
x=p*lamda.^n*p^(-1)*[a0;b0;c0]; 
x=simple(x) 
 

求得 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+=

+

+

0

1

0

0

0

1

0

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

bcc

bb

baa

n

n

n

n

n

n

                          （23） 

当 ∞→n 时， 00 2
1 baan +→ ， 0→nb ， 00 2

1 bccn +→ 。因此，如果用基因型相同

的植物培育后代，在极限情况下，后代仅具有基因 AA和aa 。 
4.2  常染色体隐性病模型 
现在世界上已经发现的遗传病有将近 4000 种。在一般情况下，遗传病与特殊的种

族、部落及群体有关。例如，遗传病库利氏贫血症的患者以居住在地中海沿岸为多，镰

状网性贫血症一般流行在黑人中，家族黑蒙性白痴症则流行在东欧犹太人中间。患者经

常未到成年就痛苦地死去，而他们的父母则是疾病的病源。假若我们能识别这些疾病的

隐性患者，并且规定两个隐性患者不能结合（因为两个隐性患者结合，他们的后代就可

能成为显性患者），那么未来的儿童，虽然有可能是隐性患者，但决不会出现显性特征，

不会受到疾病的折磨。现在，我们考虑在控制结合的情况下，如何确定后代中隐性患者

的概率。 
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（a）假设 
（i）常染色体遗传的正常基因记为 A，不正常基因记为a ，并以 aaAaAA ,, 分别

表示正常人，隐性患者，显性患者的基因型。 
（ii）设 nn ba , 分别表示第 n 代中基因型为 AaAA, 的人占总人数的百分比，记

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

n

nn

b
a

x )(
， L,2,1=n  

（iii）为使每个儿童至少有一个正常的父亲或母亲，因此隐性患者必须与正常人结

合，其后代的基因型概率由表 4 给出。 
表 4 

父母的基因型  

AAAA−  AaAA−  
AA  1 1/2 后代 

基因型 Aa  0 1/2 

 
（b）建模 
由假设（iii），从第 1−n 代到第n 代基因型分布的变化取决于方程 

             11 2
1

−− += nnn baa  

             11 2
10 −− +⋅= nnn bab  

所以
)1()( −= nn Mxx ， L,2,1=n ，其中 

             ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2/10
2/11

M  

如果初始分布
)0(x 已知，那么第 n 代基因型分布为

)0()( xMx nn = ， L,2,1=n 。

易知 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=

0

0

)2/1(

)2/1(1

bb

ba
n

n

n
n

， L,2,1=n                        （24） 

当 ∞→n 时， 1→na ， 0→nb ，隐性患者逐渐消失。从（24）式中可知 

12
1

−= nn bb  

这说明每代隐性患者的概率是前一代隐性患者概率的
2
1
。 

（c）模型讨论 
研究在随机结合的情况下，隐性患者的变化是很有意思的，但随机结合导致了非线

性问题，超出了本章范围，然而用其它技巧，在随机结合的情况下可以把（24）式改写

为 

               

1

1

2
11 −

−

+
=

n

n
n

b

bb                                      （25） 

下面给出数值的例子： 
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某地区有 10%的黑人是镰状网性贫血症隐性患者，如果控制结合，根据（24）式

可知下一代（大约 27 年）的隐性患者将减少到 5%；如果随机结合，根据（25）式，

可以预言下一代人中有 9.5%是隐性患者，并且可计算出大约每出生 400 个黑人孩子，

其中有一个是显性患者。 
4.3  −X 链遗传模型 

−X 链遗传是指雄性具有一个基因 A或a ，雌性具有两个基因 AA，或 Aa ，或 aa 。

其遗传规律是雄性后代以相等概率得到母体两个基因中的一个，雌性后代从父体中得到

一个基因，并从母体的两个基因中等可能地得到一个。下面，研究与 −X 链遗传有关

的近亲繁殖过程。 
（a）假设 
（i）从一对雌雄结合开始，在它们的后代中，任选雌雄各一个成配偶，然后在它

们产生的后代中任选两个结成配偶。如此继续下去。 
（ii）父体与母体的基因型组成同胞对，同胞对的形式有 ),( AAA ， ),( AaA ，

),( aaA ， ),( AAa ， ),( Aaa ， ),( aaa 六种。初始一对雌雄的同胞对，是这六种类型

中的任一种，其后代的基因型如表 5 所示。 

表 5 
父体—母体的基因型  

),( AAA  ),( AaA ),( aaA ),( AAa ),( Aaa  ),( aaa  

A  1 1/2 0 1 1/2 0 
a  0 1/2 1 0 1/2 1 

AA  1 1/2 0 0 0 0 

Aa  0 1/2 1 1 1/2 0 

后

代 
基

因

型 aa  0 0 0 0 1/2 1 

 
（iii）在每一代中，配偶的同胞对也是六种类型之一，并有确定的概率。为计算这

些概率，设 nnnnnn fedcba ,,,,, 分别是第 n 代中配偶的同胞对为 ),( AAA ， ),( AaA ，

),( aaA ， ),( AAa ， ),( Aaa ， ),( aaa 型的概率， L,1,0=n 。令 

[ ]Tnnnnnn
n fedcbax =)(

， L,1,0=n  
（iv）如果第 1−n 代配偶的同胞对是 ),( AaA 型，那么它们的雄性后代将等可能地

得到基因 A和a ，它们的雌性后代的基因型将等可能地是 AA或 Aa 。又由于第n 代雌

雄结合是随机的，那么第n 代配偶的同胞对将等可能地为四种类型 ),( AAA ， ),( AaA ，

),( AAa ， ),( Aaa 之一。对于其它类型的同胞对，我们可以进行同样分析，因此有 

 )1()( −= nn Mxx ， L,2,1=n                            （26） 
其中 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

14/10000
04/1014/10
00004/10
04/10000
04/1104/10
00004/11

M  
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从（26）式中易得 
)0()( xMx nn = ， L,2,1=n  

编写如下 Matlab 程序： 
syms n a0 b0 c0 d0 e0 f0 
M=[1 1/4 0 0 0 0;0 1/4 0 1 1/4 0;0 0 0 0 1/4 0; 
   0 1/4 0 0 0 0;0 1/4 1 0 1/4 0;0 0 0 0 1/4 1]; 
M=sym(M); 
[p,lamda]=eig(M); 
x=p*lamda.^n*p^(-1)*[a0;b0;c0;d0;e0;f0]; 
x=simple(x) 
 

由上述程序计算结果可以看出 

当 ∞→n 时，

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++++

++++

→

00000

00000

)(

3
2

3
1

3
2

3
1

0
0
0
0

3
1

3
2

3
1

3
2

fedcb

edcba

x n
， 

因此，在极限情况下所有同胞对或者是 ),( AAA 型，或者是 ),( aaa 型。如果初始的父

母体同胞对是 ),( AaA 型，即 10 =b ，而 000000 ===== fedca ，于是，当 ∞→n
时 

        
T

nx ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡→

3
10000

3
2)(  

即同胞对是 ),( AAA 型的概率是
3
2
，是 ),( aaa 型的概率是

3
1
。 

 
§5  养老保险 
    5.1  问题的提出 

某保险公司的一份材料指出：在每月交费 200 元至 59 岁年底，60 岁开始领取养老

金的约定下，男子若 25 岁起投保，届时月养老金 2282 元；假定人的寿命为 75 岁，试

求出保险公司为了兑现保险责任，每月至少应有多少投资收益率(也就是投保人的实际

收益率)？ 
    5.2  模型的建立与求解 

设投保人在投保后第 k 个月所交保险费及利息的累计总额为 kF ，那么易得到数学

模型为分段表示的差分方程 
 prFF kk ++=+ )1(1 ， 1,,1,0 −= Nk L                             （27） 

 qrFF kk −+=+ )1(1 ， 1,,1, −+= MNNk L                       （28） 
其中 qp, 分别为 60 岁前所交月保险费和 60 岁起所领月养老金的数目(元)，r 是所交保

险金获得的利率， MN , 分别是自投保起至停交保险费和至停领养老金的时间(月)。这
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里 200=p ， 2282=q ， 420=N ， 600=M 。 
可推出差分方程的解（这里 00 == MFF ） 

     
r
prF k

k ]1)1[( −+= ， Nk ,,2,1,0 L=                     （29） 

                 ])1(1[ Mk
k r

r
qF −+−= ， MNk ,,1L+=                  （30） 

由式（29）和式（30）得 

r
prF N

N ]1)1[( −+=                              （31） 

                       ])1(1[ 1
1

MN
N r

r
qF −+

+ +−=                         （32） 

由于 qrFF NN −+=+ )1(1 ，可以得到如下的方程 

      qr
r
prr

r
q NMN −+−+=+− −+ )1(]1)1[(])1(1[ 1  

化简得 

            0)1)(1()1( =+++−+ −

p
qr

p
qr MNM  

记 rx += 1 ，代入数据得 
                     041.1141.12 180600 =+− xx  

我们利用 Matlab 程序 
        solve('x^600-12.41*x^180+11.41') 
求得 0049.1=x 。因而投资收益率 %49.0=r 。 
 

习 题 十 六 
1. （汉诺塔问题）n 个大小不同的圆盘依其半径大小依次套在桩 A上，大的在下，

小的在上。现要将此 n 个盘移到空桩 B 或C 上，但要求一次只能移动一个盘且移动过

程中，始终保持大盘在下，小盘在上。移动过程中桩 A也可利用。设移动 n 个盘的次

数为 na ，试建立关于 na 的差分方程，并求 na 的通项公式。 
2. 设第一月初有雌雄各一的一对小兔。假定两月后长成成兔，同时（即第三月）

开始每月初产雌雄各一的一对小兔，新增小兔也按此规律繁殖。设第n 月末共有 nF 对

兔子，试建立关于 nF 的差分方程，并求 nF 的通项公式。 
3. 在常染色体遗传的问题中，假设植物总是和基因型是 Aa 的植物结合。求在第n

代中，基因型为 AaAA, 和 aa 的植物的百分率，并求当 n 趋于无穷大时，基因型分布

的极限。 


